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Yaarde van Lantzig,

dierpij z

end 1k Jje e=2n pasr notiti:s over ce eig . nscheppen

van de statistische systemen die me bezighouden,

De hoofdzaak staat op blz. 1 en 2, en de belangrijkste eigen-
schap is form. (4) op blz. 2. Indien form. (5) te veesl gevergd
11jkt, zou ik cie kunnen missen. Formules (5) en (52) geven

echter grot:

veresnvoudigingen in berekeningsn

Ik kan (met de .ethode van ae kKetting, dis wen tegen de binnene-

zijde van een gesloten opperviak ligt) systemen construeren die

aan salle eis
systemen kan
van blz. %)

hu zou ik

en van blz. 1 en 2 voldoen. Loch pij deze grosp van
§%ﬁnooit groter zijn dan 2, terwijl (in de notatie

oy

willen weten of wmen een algemene methode kan anngeven,

om systemen te construeren cie 2an dGe eisen van bls. 1 en 2 VOol=-

doen,

.

Ten aznzien van ce formules van blz, 5 - 5>, kan ik als voor mij

. : i
‘het meest brandende probleem noemesn : Indien de fundf%e é A) gegeven
. . ~» y
is, hoe ken men dan esn symmetrische funckie §31¥§X % vinden, dl@
voldoet aan (10) en (11) en wasrvoor de integrasl
oo o
§ H § 5 ‘ f
%, o H B
% % §§§ M&:i w§ %K%,‘% \}\”é \‘s E\“% \im 5 § »%«x , "f
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een gegeven masrds bezit? Tat is de kleinste waarde vam 1 + U,
i
die men kun bereiken?

men eenvoudig doch wel celsngrija geval is dat waarin o
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B, &

wasr O de functie van Dirs T is, dan volgh :
, - i
" - R £ /
\}K% ﬁ:}\ § pae pe - . : - o of
anderzijds met
. # 5 I P = * 5
ﬁi}iﬁg?\g}é 2 A !
volgt
mx\k‘e% \ R P Ni\;%‘g g\ EM Mfﬁ’:\\ \\:? - 5“‘{ MI T
4ijn dit de uiterste wa:rden? Hoe construscert men systemen hiertuss
sen?
Dan is er nog ce vra.g : onder wslke omstancigheden is
i X nOR SN RaN
§ %\\N o S : e
Is het ontworpen schema daorvoor reeds veluoencz, of zijn nog
meer eisen te stellen?
. Verder : wat is nodig opdat form. (19) op blz. & geldig is?
Tenslotte het probleem genoemd op blz. 7 ma formule (21).
i Ik wil je zeker niet met deze dingen lastig vallen , je hebt

het zell druk g=noeg. Vat ik zou willen weten is of je dergelijke
problemen bent tegengskomen? Zijn zs ergens bshandeld?

k geloof dat ze toch wel ds moeite wasrd zijn. - det feit
dat h, N\ . R 4 < nooit negatisf kunnen worden, maakt aat
je ge;n gebrulk kunt maken van elg:snschappen van crthogonale
functiestelsels,

wet nartelijke sroeten
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rigenschappen te verlangen van het beschnouwde statistische

systeem,

Beschouwa wordt een zich naay bside zijuen tot in het onein-

dige voortzettend systeem van positieve grootheden :

- iy ?\\ [ Y
B
e ‘ﬁ« e M‘&wi E TR e

,m

van zodanige aard, dat hetv mogeslijk is te spreken van gemiddel-

den,zoals bv,

L. . 2
» waar F een functie is van i,
&w‘@\&¢Umtvmmew%w%rmnK),

en derg. De hier bedoelde gemiddelden worden gedefinieerd als

de limiet van de uitdruscing welke men verkrijgt door de be-
schouwde grootheid te sommeren naar 1 over een groot aantal
N van op elkasr volgende waarden, en de som te delen door o,
waarna men N onbepaald laat toenemen., Ue limiet moet niet al-

lesn onafhankelijk zijn van &, doch ook invariant zijn ten op=-

zichte van een willekeurige verschuiving (nasr links of naaxr

rechts) ven het aanvangspunt der telling,

kS

Oncerst:=1d wordt dat de eenneid waarmede de w. * gemeten worden ,
ZC gekozen is dat :

\
z;\ >0 b W (1)
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Thans wordt geschreven :

oy A
./ ,

(2)
(naar reeds is vermela, wordt bij de berekening van hetrgemiddel -

de gesommeera naar de index i, bij een vaste waarde van k). In

het bijzonder is :

e :va& g?*
< (2a)

Y . i e e
wearbij v, 2 0 (de Eﬁg voor %%:O Kunnen obij gelegenheid ook

E

negatiet zijn),

Uit het feit dat een ze

widdelde onafhankelijk is van het be-
ginpunt der telling volgt :

. i
; "y s . AV ; |
i}\ g »§ { o a%%x s ~A [ g&\;‘ g\a s g A 5 ﬁ;\k@* §
e &
en dus : 7 (3)
Al & E
i b =S ;%“ o

Le hier verschenen betrekking zal verscherpt woraen tot de eis,

dat alle statistische eigenschapren van het systeem invariant
moeten

zijn ten opzichte van een omkering van de volgorde (d.i.
£

ven de richting waarin i wordt geteld).

san het stelsel worden bovendien de volgende eisan gesteld :
(1) U +25, 428, 4 ot vy, = U

Sk
&

D NN Tk = L4 Bpabp ety (5)

met als speciale gevallen :
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Frequentiefunctie voor jki .

Voor de waarden van de i§§ kan men een Irequentiefunctie

fw % L . )
aangeven g%ﬁk§§§& , ven zodanige aard dat wenneer men N ach-

RN . . . =OUAN AN
tereenvolgende \; in beschouwing neemt, hlergan&&& ﬁﬁxgwuw
gelegen zullen gijn tussen voorgeschreven grenzen .. eniﬁ %§%§,
Het bestaan van een dergelijke functie is een geveolg wan de stel-

ling omtrent het bestaan ven gemiddelden., men definiere daartoe

N Y -
S : \ s
een functlef%%§§%g met de eigenschap :
N POV g VU S J BTy 5‘\
® # N 5 SO £ %
) In L <o dh,
wsih , LI Bl
Dan is : : :
g o & :\\ s §
Ay A == )
wellk gemiddelde bestaat,
lMlen heeft nu : .0
.s&t \‘s"’; w . * § & 5 5 i
E % \\;;& b NM“; \):\ 5 \ o *"*}i‘g \;‘g\«‘ S W (6)
\\ # - - : | & E ) . . .
- P op grond van de definitie
N van f( -
B0
\ gk \& \1 LU g \X o £ (7)
W e A T
1 op grond van (1)
£
! I U b t‘*\é M ;:\\\ (8)
LA, 4 A= 1%T op grond van (2a)
in
®

. L .
Janneer men vervolgens alle <) beschouwt welke gelegen zijn
tussen voorgeschreven grenzen -+ en . - 22, kan men voor deze

By

\ \ ~ L3 -
YA} de verdeling nagasn van de waarden der op hen volgende @;

w T @

Ock hiervoor zal een frequentiefunctie bestaan °




met de eigenschappen :
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Dan is de verdelingsfunctie voor de gelijktijdige waarden van

ékﬁen;ﬁiw% gegeven Goor
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Op grond ven de eis van invariantie van het systeem ten opzichte

van een omkering der volgorde is het nodig dat :% de eigenschap

bezit :
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el Lo \3 3 ! g\ N A
§§§§5 §w N I AN §ifs*?z§ (12a)
Uit (11) en (122) volgt : *
e . I 3 N . £y
£ E N £ 1
v :\ ! m—— vﬁ . iy
\ 5, | il X F ( 23—5:)
) 0
en dus ook :
L
5
! i 3 r £ Y (1 %)
H i [P Y !
T wibxii \x b %kﬁiﬁ‘ kng} )—




De frequentiefunctie I voldoet dus azn een integraalvergelijking

met D als kern.

De volgende betrekkingen (welke voortvlceien uit de reeds

eerder vermelae) mogen hier nog worden samengevat :
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M%n zal derhalve kunnen onderstellen dat de verdelingsfunctie

voor de gelijktijdige wearden van k

is gegeven door :

Op grond van (12a) kan men hiervoor ook schrijven :

op elkander volgende
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waarbij
lien kan

wasrden
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(18)

ondersteld is dat p voorkomt in de reeks 1......k

ook verdelingsfuncties afleiden voor de gelijktijdige
van twee of meer niet onmiddelijk op elkander volgende

, mits de afstanden door deze reeks worden omvat,
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Frequentiefuncties voor de som ven enige op elkander volgende .

De frequentiefunctie voor de som van twee Op elkander volgen-

» ; f b . .
ae \ Sy %{ ﬁ%& f{ﬁi , waarbij . = St 2i. , wordt verkregen
door middel van de integraal :
N
@K L
& ‘ 5 "
L Y | AN ~ B
= §Xi P LA, e, a2 (20)
: ’ ’ i
%g\ &
i , &
de freguentiefunctie ., ., ¢/, , bepaald door :
& ! ’“* d
B, %i*m Wf\%\ \§ §* w %
\ ) §§\ :*\ Q,:é Sﬁg\ . g\\mx\ i ‘ E
: WM. Dy BN AL AT (21)
\ y :

Voor het uitwerken van statistische problemen is het van
belang te weten op welke wijze de tussen de v . bestaande
correlaties invloed hebben op de vorm van deze nieuwe frequen-
tiefuncties. Verder zouden asymptotische eigsnschappen van be-
lang zijn voor grote waarden van de index k .

De volgende eigenschap kan onmiddelijk worden aangegeven i
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STATISTISCHE AFDELING

Waarde Burgers,

Ik ontving je brief met exposé en probleemstelling, die me nu,
geloof ik, wel duidelijk is, Ik heb me voorloplg nog slechts ver-
diept in de vragen, die op je pag.3~4 betrekking hebben (2e helft
ven pag.1 en 1e helft van pag.2 van je brief), Het is het eenvou=-
digete met de laatste te beginnen,

I, Zijn de sangegeven waarden f == %- en é = + = de kleinste
en de grootste die €] kan bereiken? Neen; O¢ ken willekeurig dicht
bij O komen en willekeurig groot (mits <'£) ) worden,

Voor het bewije is het het eenvoudigete, van de feb ‘i)ié (4,9 4,)
uit te geen, Deze is de dichtheid ven en symmetrische wh-verdeling 2
in het eerste quadrant van het (A ,42)=vlak, die men zich ook door
cen massa~verdeling met totale massa 1 kan verasanschouwelijken, Z1i]
moet dus_voldoen san de voorwaardens

10 & A0 =0 B )

2e SIS b Py b} =1
Hiermede ia"/ (A) vepaald:s =

f0) <[P hpr= /P g hdr (A3 0) (11)

alsmede p(}\,‘,,é\,) ' ¢

2O h) =gl (AsoA>0)  (10)
Hieruit volgen ‘

LANAN = 4 (6)
["’pc)\,,kgd& = 1 (9,4=1
Schrijven we kortheidshalve, als &4 een willekeurlge fot van
A en A, is.
[‘u a://d)‘l ‘{A‘ (V(/\, pxg)a(/\g lAz)

den is verder gebist:

EXe1 (=A%) (7
hetgeen, als EN eindig is, slechts een normering betekent,
f Af=1+ O, (= EA ) (8)

waardoor 62, gedefinieerd is en het quedrast ven de spreiding

voorstelt, en

FAAr=146 (1)
zodat (? = 0. /4, de correlatiecoefficient van A, en A, is, Deze
i8> -1 en { 1, dus

had Qp é 9: nga

De fet f (A) is de dichtheid ven de 2zgn "merginale” verdeling,
die men krijgt, als men de gehele massa uit het gquadrant evenwljdig
asn een der coordinastessen op de andere semenveegh.

1) fet = functie
2) wh = wasrschijnlijkheid
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Na kan Y de waarden 71 dan en slechte dan asnnemen, als de gehele
masse op een rechte lijn ligh, die tengevolge van de symmetrie, de
lijn ), = A, moet zijn of loodrecht daarop staen, In het eerste geval
is /J = 41, dus 6, =6, ., Neemt men dus / ( )\.} willekeurig, mits vol-
doende san (7) en (8), als massaverdeling op de ), -a8, en verschulft
men deze masse // ded; -as tot de lijn A, = Ae, dan heeft men 8, = O,
verkregen {je geval ,0(/\, s A =5 (A, = X2)). Daarbij ken D, willekeur:

groot worden, zoels mﬁ;\% het voorbeeld
- i Pon i

v
/m N R (»>0)

b1ijkt , wear aan (7) en (8) met G, = % voldesn is, Als V zeer klein
(S 0) 18, wordt Ait zeer groots / (M) gaat dan voor A\~ O nasr , Men
ken echber ook gemakkelijk voorbeelden geven, wearbi] dit nlet het
geval is, B.owv./ A) = -,-,%-w~ of f;-?-l-\-;- e.d, met paseend gekozen
congbanten, C en & (die met behulp ven Safunctie kunnen worden ult
gedrukt door e resp, :—,—é_nxr als nieuwe varisbele te nemen),

Ig P = =1, dan ligt de gehele massa op een mmia@ 1ijn A = X,_
dus (volgens (7)) op M + N .=2. Dit is je gevalp o\ =6(2=), -
Den iz ook J(A) =0 vaar))!, en, volgens de aymma'aria,/{k) as,/a-)
Projecteert men dus een willekeurige %.0.V. X = 1 symmetrische ver-
deling op de Xl -a8 0p de lijn ),4- )Lwi » dan krijgt men een verdelin
net 4 = -6,. Hierbij is 14 620, dus &, {1, en wel &, = 1, dus
1 + 9, = 0 dan en slechts dan, als de massa geheel in de punten
(2,0) en (0,2) (elk een magsa = %) geconcentreerd is, lMen kan deze
disconbinue verdeling willekeurig nauwkeurig door continue approxi-

meren, 4,W.2. £é kan willekeurig ?ﬂhﬁ bij O komen, msar de limlet

ken niet met eindige V{l. sA2) en (A) vereikt worden,
II. Het "meest brandende" probleem,s een P (A,,A.) bij gegeven
(o) %e bepelen, zo, dat can bovensboande voorwsarden voldaan is,
Di% ken b,.v. met behulp ven orthogonale polynomia, Xﬁéﬁim&{ﬂ voor
Ap~» 22 voldioend snel (b.v, exponentieel) naar 0 gaet, zodat alle mo-
menten bestasn, ken men volgens de gewone orthogonaliseringsmethode
een rij polynomia P, () vinden me$
AN S P DPCA) = S = .
“Tu moet 4? (A, s)) identiek in éﬁ;ﬁ zijn voor iedere /\, s Waarven
/ (N} =0 is, en symmetrisch, Stelt men ma

A 6
%ﬁj 1=067,0
of

(Ao a/cA.)/(é\z)f-s’ M«//c)\,.m} ’
den is het nodig en voldoendes

1e V (A: |>\l) “V/ (Alfl‘) ‘ ‘
20 P/ () ¥huhddh = 0 voor atte A waszvoor £ () = ¢

3 / (A‘) (&)V(A‘ .5\133\3 Ai,d L = 1 | is
4 ‘//;)+/6'Y( A,/c)q_) >/ 0 &19/(A1) (;\2) =0 im,

@ o



. MATHEMATISCH CENTRUM
AMSTERDAM - 3 e
STATISTISCHE AFDELING

Stelt men famwl

Pihiory =Zomm aJicﬁ Ay

dan vereist 1@:6{._. » 26 =4, =0 (d,w,z, men kan
mY1, n’/1 nemen), en 3a da&r?ﬁ Ay = VA‘:"&'? s dus
A=14+18 7?(A) iss e

1o Bt [fardhAfih) f1D( 1V 8T PLA ))//+i/797/3{,l 8L

xi'« ,..,ﬂ Q‘,{?M‘é}‘l ;”Qgﬂn
é&%ﬁ all fod 9¢.l

Het lastigste is de voorwsarde 4e, Wordt niet de algemcenste 4,
moer slechts een speciale gezocht, dan ken men b,v, &__ = dr dm. &'
mmﬁ, G aWa2,

20098, ﬁu 1/ ) {1+ & RN PCA] -
y 3/02} f‘i + ﬁk; (4, = 1 Ay = 1)§
)f(,\i} = 0 zijn aodre ﬁ *yu - 1), =)< 0 is.

& Lo,

Dan moet dus

is é’f = 0y dan vamaetﬁﬁ ol ) w/i,i f 2 voor m&@m/m de ge~
stelde eisen. Is & 5 0, dan moet/ (A, }/(A,) =0 zijn in het gear-
ceerde gebled, dus b,v, (zi} = O voor ,\}1 + = 1 % % .+ Door

6, voldoend groot of p Voldoend klein te nemen, kan men dus ver-
krijpen, dab (fi) slechts bulten een willekeurig groot masr elndig
beglonsegment van &@;\w&@ 0 behoeft te zijn, Ook kan men een (:i)
nemen, die = 0 ig voor ALC{4 en voor A1 4+

6 (o, den moet 7 (A) = 0 zijn voor 1A-4Y B, /, -

Het rechterlid is ) /&,
De beperking, &&tﬁ{i) slechte op eecm begrensd gebied > O kan
zijn, ken opgeheven worden door een term med A,y,erbii te nemen, die
immers willekeurig gekozen ken Waré{@n. Ven heeft (vgl, b.v. mijn

 gestencild dictaat Whr pag.z'?f“;)
P (X)ww(f”ju-}/t /‘ G“’ ), W&ﬂﬁ‘iﬂ} }“1, éﬂz% o ¥
¢ = Cle i Ly M 3ean4emomem't:.&v.>\ -1,
0f ook: B (\) = ( =1 ‘)7‘ é

c :&QW < me‘k g‘q_wfgf 3 gA =

kan willekeurig gekozen worden, Ik hed geen tijd m w gaan of

men

Leatste term onder wortelteken moet - g ° 1,p.v.- € zijn,

1)
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L3

L

4
A,z L 2
1+0 $A; A) = 1 ‘*’[l)/(‘/{‘ -2 (/‘u'"l:/(l“ 1}(/‘7- "/’/K‘ - 1)

met/«'-, o Bieden = BE== hij pessende voor A 50, A0
g Ve Y PR I IRAL A A
positief !@finieﬁan meken. /, J X

Ik hoop, dat deze aenwijzingen, zo nodig sangevald met de in mijn
dictaat aangegeven voorbeelden van (overigens alle bekende) orthogona
le polynomia, behorende bij verschillende verdelingen, je voldoende
moterisal verschaffen om bij g@g@vw; (M) en /) tot constructie van
fets {/ te komen.

111, Ik kom nu tot je vragen, die op pag.1=-2 betrekking hebben.
Het beste zijn deze te beantwoorden als men de A¢ beperkt door
/ = 1/ < 1. —

De middelwaerde (ik schrijf M¢) in plasts van ¢} ) wordt gede=
finieerd door

o

. [ "~ ;ﬁ

Ul = Yin o

Zijn nu w, (1¢V §n ) willekeurige verschillende re#ile getallen

£ 0(die men tot 04w, <Z kan beperken en zijn willekeurige
vedle getallen (b.v. met [y /{/7) @nﬂy willekeurige positieve ge-
tallen met §M9p§ 1, dan voldoet '
N\ =1=2p, cos (n =&s)

een de gesbelde eisen, Bij het bewijs wordt gebrulk gemeakt ven de
betrekkingen M cosmuw,= M sinw), = Oy M cosm 4, o8 m Wy =
= U sinm w,slnm il = %Q"y s M coBmW, smm;?‘ = 0, Daaruit volgh
W ocos (mwy-ot,) cos (mw,‘_f, ) = 0 voor ¥ £ /2 en Aottt}
M cos (wwy- %) cos %‘Wp‘/é/;) = % cos (y ..!Sy), hetgeen in het
bijzonder voor /oy =d, 3 kw,zal worden toegepast. Men krijgt dan
achtereenvolgens

}g(}‘m" 1) = 0

WA~ 1) = YAr =1 =t Py = Zo

WA = (A = 1) = HAN = =1L Pl cosKwy = @,\'

Ca 1

Dit ken gegeneraliseerd worden door in plaate ven een eindige
gom een convergente cneindige reeks be nemen met

f P, {1, W»}F; of ook een integraals

! n
(@) a-1=f p Wdocos (rwmd (), i |
wasrin A (&) willekeurig enp (w) 2 0 en contimm is met/ p (W) Auw <4
terwijlp (0) = 0 is. Dan wordt

B =1 i
% =% | pWldw cos &7
J

onefhankelijk vanel (W), 2 Ors gz O
Voorts is 4, +18 £ it

1) Nemen we 0 Ww,¢2#4, dan blijkt dit &oor verandering van ..
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Fu volgt ult de stelling van P, du Bois-Reymond 1 dat het leaatste

11d voor k-~ wegensp (0 = O en de continuitelt tot O nedert, Der-
halve is o |

(I1)  +22.6, =2 Bw =0
Daar hiermede tevens 1im~ = 0 en de convergentie van de reeks be-
wezen is, geldt ook

1im ﬁ@u 0
ey i B

d,w.s&fﬁ ggngam van n opeenvolgende A;, is met een willekeurige dasm
van voor n-» asymptotiseh ongecorreleerd "k
Heloes gelukt het niet, de relatie lim> &) = O te bewijpen,
als de )«m = 1 door eindige sommen, of zslgﬂg@‘dmr onelindige reeksen
van hetzelfde type voorgesteld zijn, in plaats van de integrasl (I),
Volgens v.d, Corput, wie ik daarna gevraagd heb, is hel vermoede-
1ijk niet mogelijk, z¥lfs door speclale keuze van de P, 0 med
T P, <1 en dely te bereiken, dat de gezochte betrekking geldt.
Ook de derde momenten zijn eecnvoudig te berekenen,., Men vindt,
als men eenvoudigheidshalve P (~w) = p (W), A (=w) = ~d{w), -g = L
m =M *él en W, = -i&g-—&%\welﬁ, iets als:

zéi(?}‘an“ 1)(}*&§‘; b 1){}\%{% - 1) o ? 01)(A%§? T)C&Mnﬁ 1) 0
=4 e fiy RCOIP0)plg) 008 L) +4 () + lig)
“ “ | ¥ Loy +vhio 4 0y
Algemeen vindt men 2o, als s, ,...,%, 8lle een gonsten
wet n hebben en n nasroo geat, en L] +..ed iy = 0 is,

t verschil

M {fﬁ@%m - 1) J@% ~*~ff;@5éﬂ%&ﬁ I p () oos (2l (Rudem; w:))
of iets dergelijks, ° o :

IV. Het verband tussen de afzonderlijke getallenrijen }hvaﬂ III
on de stochsstische theorie van I - II ken nu ale volgt gelegd wore-
den. Fenvoudigheidshalve houd ik daarbij de onders@elling|); - 1)1
aon, en, teneinde de san het begrip "stochastische fet® verbonden
moeilijkheden te vermijden, beschouw ik alleen de in het beglin van
TII aangegeven eindige sommen, waarbij dus niet de betrekking 1I
geldt, '

In plasts ven een enkele getallenri] }%, beschouwt men een 72 van
dergelijke rijen, waarop een wh-verdeling gegeven is, Dit kan ge-
schileden, doordat men voor de p, en de . een wh-verdeling geeft,
(Zenvoudigheidshalve blijven we veronderstellen, dat de (J, gegeven
zijn). Grootheden, die een wh-verdeling bezitten ("etochastische"
grootheden) geef 1k aan door onderstreping, En wel zullen we onder«
gbtellens

1¢ Alle P, en alle®, zijn onafhankelijk

2e Alle d , 2ijn homogeen verdeeld op het intervel (=11, +71)

o s e o I i M A

1) vgl, bijv. &, Kowalewski, Grundzlige der ﬁif’fsrw‘%mim und Inte=-
gralrechnung, 1932, p.227 e.v.
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3e Allep, zijmy, O ens (P, |2 1 1
Uit 2e volgt dat voor iedere, en iedere constente,

g&@ﬁ& ig-g}u j&@m%%m)w@
is, dus in het ‘Mjmm%ar:g eo&ﬁ,‘w %y ) = 0, dus ook, daay

5% cos gw =, ) wegens ie “5@$§”9% gw% =4, ) = 0 is3

é,‘\ *1@5) &n‘l)m@

-w&arbigA gedafiniaer& is door
- = cos ( -}

Dan is dus ook &pro wegens 3e o An 9 ., Daer cos K,
wegens de homogenlteit van de vard@l% van, dezelfde verdelings-
fot heeft als cos (Ay +C ) voor een willekeurige constante C , is de
verdelingsflct van _4_\,,., onafhankelijk van n,

Voorts 3@. dasr & aw(m%-»gp) cos (mw, -%,Q = 0 is voor )«-;&.fu
als we gf‘v = Ay M@llms

G=bd -1 Py oos Gurd) =
= c’f’zﬁxee@ (r@ww%} =
=4E3pr=4Ta

daar voor iedereV en voor i@é’i@rec 8 cos (0(4-6) =Ll en

& 2l cod tug=ty) = & ﬁ,ga% nwy =%y) mﬁ"éﬂw is.
Derhalve is G' emfhank@lijk van n, Veoorts is

é‘ coe(A, a—)cwﬁ +g) f cos Q&(u‘&a/)eag(gm 8) =
- gem(,u-f—@)gm{?fma)%m(g-@) =
a-é cos {*f» a), dser? ({y+Q) homogeen op (=272 272)

verdeeld is, zodat de tweede term de verwachting O heeft,
I}@rmlva is

A &gﬁ_h»‘!)(}\mu‘l) E{ZP» cas&wu&)}[ﬁi& cosfm- d}d}
ME -Ev Q@ﬁ(’h(l) -Ay) ewﬁmwm"fﬁ =
&-‘f f_igj cos(p -mw, @-g Z& aw(n i) L0
In het biﬁmnd@r A
G:\ ’)Mw{g A Qﬂﬁkwg

: amfhmmimﬁ van n.
Qc;’f»: de @mpimmm covaerienties QK worden nu stochastischs

6. azgpv cos Kw,
g _Q(a—%z A coskw,

med

1) T.w. voor slle waarden die depP, "werkelijk" kunnen aannemen, dwz
de ongelijkheden gelden met een wh = 1, waarvoor ik ook schrijfis pr
(= salve probesbilitate 0)
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Men ken b,v, concluderen, dat &, dan en slechts dan met grote wh dieh’
bi] =1 zal liggen, ale één ﬁsr&g&; dicht bij 4 ligt, de bijbehorende
met grote wh dieht bij 1, zodat alle andere p, slechts weinig van 0O
kunnen verschillen, (Dit laat zich gemakkelijk quantitatief precise~-
ren),

Voorts zien we, dat de limiet @@ aan het “%igégamm{mms

+M
- {}\ -1} slechts dan spr O met de verwaechtingscovariante =
Rt ]

= @:‘:’ overeenstent, als de Py alle slechte één waarde spr O kunnen
agnnemen, d.w.z, als giel de amplitudenp , masr slechts de fasen ¢~ ,
stochestisch kerkater hebben, Zodra echter minstens één der p, een
positieve spreiding bezit, zal dit ook metg | het geval zijn (tenzi}
juist de overeenkomstige cos/,, nul wordt), d.w.z, er is dan een
positieve wh, dat de limiet van het tijdsgemiddelde ven zlijn ver-
wachting afwijkt,
Neem DoV. =1, en laal de indices,weg. Zij b.v. p homogeen op
(0,1) verdeeld, Dan is } - méwm(mw—- gg);{;@ﬁ Crmppmen ™
= ,ﬁg@ r)eosg, = COBK,, 9.= gw& Kuse Tenzlj dus o = (i is, is
w?éma op ziin g@%i&déme wm%m ale ;; s wasrvande mrﬁm@ammm
heid /.. (x) = B m.,
Is a%w@m%@géf s (m%%aﬁ%). dus 0 ;}ﬁ W(Sg:éﬁ )% aan zijn voor
=] A, -] @n&ﬁrlm af&wk@lijk@ stochasbtische oscillaboren, waarvan
@lém ngmﬁe t.,0.v, de vorige een fase-verschil ,, heel%, Heeft }a een
bepsalde waarde A ? dan kan & twee waarden ol Of = &@mxmemen, waar-
Mj)\ = ,008 wﬁ is. pan 18 ) ~1 w;}@@ﬂ(wwgﬁ ) = (,x =1)cos ¢, + m‘“‘g
o 5 - wvfommt ke rxxeioomr  xrmke AR ERIEXEIHXXRX
» o % of = poos (i,+ &) = (;\w‘!)@m@ 0 g;\««sg%
(@:m @m o, O gekozen wordt). De verdeling in het ( XY y-viek i
niet continu, masr de m&ma iz geheel op de ellips

}\%'?} A, 008 o+ ;gg = ?‘sm*‘w
golegen ( }\ A= 1¢ ;\ = }\ -« 1), en wel met Letrekking tot de para-
meter y (mm: m«g de ba@glemg*&e te) homogeen., Voor (, = % geat in deze

in een civkel} ;@\Q + ‘;\, = {;ﬁ over,

Xan daerentegen R‘%ﬁ:um@n twee een welnig van ¢ g{ ;3{3) zelegen wear-
den variBren, dan omtstaat in het (3\ ;X Y=-vlak een conbtinue wheverde-
1ing, geheel gelegen binnen twee mmemrm@m ellipsen, Hr is dan ee
bepaalde overgangswh, dle een dichtheid bezit, die gemskkelijk e be-
rekenen is. En wel kan een gegeven J} in sen }\ overgaan, die in twee
in het algemeen gescheiden intervallen ligt,.




